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研究成果の概要（和文）：本研究では数理論理学におけるモデル理論と有限組み合わせ理論の境界領域を研究し
た。近年モデル理論における重要な概念が組合せ論と密接な関係にあることが注目されている。特にNIPと
VC-dimensionと呼ばれる概念が対応しており、これは組合せ論にとどまらず機械学習などでも頻繁に現れるもの
である。本研究ではNIPの拡張であるNIPn、そのための基本的な道具としてのグラフのRamsey propertyの研究を
行い, またこれらの研究手法を応用してモデル理論における重要概念である安定性を2-安定性に拡張することを
行った。さらにこれらのハイパーグラフの組合せ論や多次元機械学習への応用の具体例も与えた。
研究成果の概要（英文）：Several interactions between model theory in logic and finite combinatorics 
were studied in this project. It was well-known that No Independent Property defined in model theory
 coincides with the finiteness of VC-dimension in combinatorics. The same concept appears in Machine
 Learning theory. We studied NIPn, which is a generalization of No Independent Property, and the 
Ramsey property of infinite graphs, then we applied such results and obtained 2-order property, a 
generalization of order property. In addition, some applications for combinatorics on hypergraph and
 higher dimensional PAC-learning were found by this research.
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１．研究開始当初の背景 
モデル論は 60 年代から 70 年代にかけて S. 
Shelah が導入した安定性理論によって飛躍
的な発展を遂げた。安定性理論では代数構造
やグラフといった数学構造の``代数的集合
"(方程式や関係式の解集合全体)の複雑さを
分類し、構造がある程度安定であれば元の独
立性や次元といった概念が抽象的に定義で
きることがわかっている。そのため特に代数
学や数論への応用が盛んである。例えば Pila
は dependent な構造のひとつである
o-minimal構造についての研究結果を用いて
モジュラー曲線についての Andre-Oort 予想
を解決し、2011年のクレイ研究賞を受賞した。 
しかし多数の安定性のクラスが提唱された
結果、意味なく単に抽象化、一般化している
だけで他分野との関わりが存在しないもの
も多いのではないかという批判も起きてい
た。 
他方、組合せ論ではよく知られている鳩の巣
論法の一般化としてラムゼイの定理がある。
ラムゼイの定理は（構造の入っていない）集
合の色分けに関する命題だが、Nesetrilはさ
まざまな有限構造の集合についてこの命題
を一般化することを考え、ラムゼイクラスと
呼ばれる概念を研究した。有限構造のクラス
がラムゼイクラスであるとは、大まかにいう
と任意の有限色分けに対して一色だけから
なる性質の良い部分クラスを取り直せると
いうことであり、有限全順序集合のクラスや
有限順序グラフの構造が具体例として知ら
れている。加えてラムゼイクラスは位相力学
系におけるuniversal minimal flowを用いて
特徴付けられることも示されていた。 
申請者は 2011-2012 年に dependent 理論の
ひとつである局所 o-minimal理論と、一様集
合の一般化を用いた simple theoryの解析を
研究した。特に後者では、組合せ論の定理を
用いて一様木と呼ばれる集合の存在を示し、
それを用いて安定性の解析を行った。一様集
合とは大雑把に言って、構造の各点をその点
が持つ性質に応じて色分けしたとき、同じ色
の点だけを集めて作った部分集合のことで
ある。 
同じころ、L. Scowは一様集合の一般化のひ
とつである一様順序ランダムグラフを用い
て dependent な構造を特徴付けできること
を示した。この中で彼女は有限順序グラフ全
体がラムゼイクラスになることを本質的補
題として用いている。（ランダムグラフは有
限グラフを適切に張り合わせることによっ
て得られる。） 
申請者は、同様の特徴付けが dependentの一
般化である n-dependent な構造についても
行えるのではないかと予想した。この予想に
基づいて研究を行い、ハイパーランダムグラ
フを用いて n-dependent と対応する一様集
合やラムゼイクラスが構成できると考えた。
また n-dependent に関するいくつかの既知
の議論をこれらを用いてより簡潔にできる
ことを発見した。そこでこれらの研究をさら
に発展させること、また類似の発見をモデル
理論における他の安定性のクラスでも行え
るのではないかと考えた。 
 
２．研究の目的 
① 知られている安定性の各クラスについ
て、対応する有限構造のクラスをみつけ、
ラムゼイ性を持つことを示す。 
② ラムゼイ性をもちいた特徴づけから安
定性理論の一般論を展開し、個別の安定
性のクラスに依存しないような理論
（再）構築を行う。また、とくに近年導
入されまだ未解決の問題が多い
n-dependent について、Shelah の問題
群に答えを与える。 
③ １で調べた対応関係を元に、すでに組合
せ論で発見されているラムゼイ性をも
つ有限構造のクラスを用いて新しい安
定性のクラスを発見する。 
これらによって安定性理論の新しい研究手
法と方針を示し、組合せ論との対応関係を明
らかにできる。 
 
３．研究の方法 
本研究は研究代表者の専門とするモデル理
論のみならず、組合せ論との境界領域に関す
る深い知見が必要である。このため、モデル
理論を専門とする連携研究者1名ならびに組
合せ論とモデル理論ともに明るい研究協力
者2名と連絡を取りながら研究を行う体制を
構築する。 
研究にあたっては国内の小規模研究集会・大
規模学会、並びに国際学会の三種類の学会を
利用し情報収集を行い、また自身の研究につ
いて発信しフィードバックを得る。 
研究を行い得られた成果は学術雑誌ならび
に主要学会にて発表を行い、評価を受ける。 
 
４．研究成果 
研究目的は3つあり、それぞれについて一定
の成果が得られた。また当初予想していなか
った応用研究成果も得られた。 
1つ目と２つ目の研究目的に関しては、継続
して研究していたn-dependentと呼ばれるク
ラスに関して、n部 nハイパーグラフのクラ
スがラムゼイクラスになること、またｎハイ
パーランダムグラフ一様集合が n-dependent
の特徴づけを与えることの証明を与えた。さ
らにこれを用い Shelahの問題群の中のタイ
プの個数を計算する問題に対する解答を与
え、既知の定理の別証明を簡単に導けること
も示した。（論文①、⑦など） 
3つ目の研究目標に関しては、研究代表者の
n-dependentに関する研究を仔細に検討しそ
の特徴を一般化することによって、モデル理
論における order propertyの一般化にあた
る 2-order propertyを新たに提唱し、この
安定性のクラスに対応するラムゼイクラス、
並びに一様集合の存在を示した。またこのク
ラスがdependent propertyやorder property
と同様に論理式のBoolean combinationで保
存されることや本質的に１変数の論理式に
よって支配されることを示した。（学会①、
③、④など） 
また dependent propertyが機械学習におけ
る PAC-learnabilityと対応することに着目
し、その対応を n-dependent propertyでも
ある程度再現できることを示し、新しい機械
学習であるPACn-learningを提唱することに
も成功した（論文③、⑥など） 
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